
Lqwhuydo Dqjohv dqg wkh Iruwudq DWDQ5

Lqwulqvlf Ixqfwlrq

J1 Zlooldp Zdovwhu

Dsulo 47/ 5334

Devwudfw

Frqyhqwlrqv duh frqvlghuhg wkdw suhyhqw lqfruuhfw uhvxowv lq erwk srlqw
dqg lqwhuydo dqdo|vlv ri dqjohv1 D frqyhqwlrq lv sursrvhg zlwk zklfk
wr uhvroyh wkh lqkhuhqw dpeljxlw| lq gluhfwhg dqjohv zkhq frpsxwlqj dq
lqwhuydo hqforvxuh ri wkh Iruwudq DWDQ5 lqwulqvlf ixqfwlrq1

4 Lqwurgxfwlrq

Iurp Mdphv dqg Mdphv ^4`=

�Wkhuh duh wzr frpprqo| xvhg vljqhg phdvxuhv ri gluhfwhg dqjohv1
Li d flufoh lv gudzq zlwk xqlw udglxv dqg fhqwhu dw wkh yhuwh{ ri
d gluhfwhg dqjoh/ wkhq d udgldq phdvxuh ri wkh dqjoh lv wkh ohqjwk
ri dq duf wkdw h{whqgv frxqwhuforfnzlvh dorqj wkh flufoh iurp wkh
lqlwldo vlgh wr wkh whuplqdo vlgh ri wkh dqjoh/ ru wkh qhjdwlyh ri wkh
ohqjwk ri dq duf wkdw h{whqgv forfnzlvh dorqj wkh flufoh iurp wkh
lqlwldo vlgh wr wkh whuplqdo vlgh1 Wkh duf pd| zuds durxqg wkh
flufoh dq| qxpehu ri wlphv1 Iru h{dpsoh/ li dq dqjoh kdv udgldq
phdvxuh 4

5
�> lw dovr kdv udgldq phdvxuh 4

5
� . 5�> 4

5
� . 7�> hwf1/

ru 4

5
� � 5�> 4

5
� � 7�> hwf1 D urwdwlrq dqjoh frqvlvwv ri d gluhfwhg

dqjoh dqg d vljqhg phdvxuh ri wkh dqjoh1 Wkh dqjoh lv d srvlwlyh
dqjoh ru d qhjdwlyh dqjoh dffruglqj dv wkh phdvxuh lv srvlwlyh ru
qhjdwlyh1 Htxdo urwdwlrq dqjohv duh urwdwlrq dqjohv wkdw kdyh wkh
vdph phdvxuh1 Xvxdoo|/ dqjoh phdqv urwdwlrq dqjoh1 D urwdwlrq
dqjoh fdq eh wkrxjkw ri dv ehlqj d gluhfwhg dqjoh wrjhwkhu zlwk d
ghvfulswlrq ri krz wkh dqjoh lv iruphg e| urwdwlqj d ud| iurp dq
lqlwldo srvlwlrq +rq wkh lqlwldo vlgh, wr d whuplqdo srvlwlrq +rq wkh
whuplqdo vlgh,1�

5 Srlqw Dqjohv

Ehiruh frqvlghulqj frqyhqwlrqv qhhghg wr ghdo zlwk lqwhuydo dqjohv/ lw lv khosixo
wr uhylhz wkh frqyhqwlrqv frpprqo| xvhg iru srlqwv1
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514 Udgldq phdvxuhv ri urwdwlrq dqg gluhfwhg dqjohv

Udgldq phdvxuhv ri urwdwlrq dqjohv duh uhdo qxpehuv dqg fdq eh pdwkhpdwlfdoo|
pdqlsxodwhg lq dq| phdqlqjixo zd|1 Wkh gluhfwhg dqjoh fruuhvsrqglqj wr d
jlyhq urwdwlrq dqjoh grhv qrw frqwdlq wkh qxpehu ri ixoo urwdwlrqv d ud| wdnhv
ehwzhhq lwv lqlwldo dqg wkh whuplqdo srvlwlrq1 D gluhfwhg dqjoh pd| ru pd|
qrw uhwdlq lqirupdwlrq derxw wkh gluhfwlrq ri urwdwlrq ri wkh ud| xvhg wr fuhdwh
lwv fruuhvsrqglqj urwdwlrq dqjoh1 Uhvshfwlyho|/ ohw $ dqg � ghqrwh wkh udgldq
phdvxuhv ri d urwdwlrq dqjoh dqg d srvvleoh fruuhvsrqglqj gluhfwhg dqjoh1 Wkhq
$ dqg � duh uhodwhg dv iroorzv=

$ @ � . 5n�>

zkhuh n lv dq lqwhjhu ixqfwlrq ri $= Li wkh gluhfwlrq ri urwdwlrq ri wkh ud| xvhg
wr gh�qh $ lv suhvhuyhg lq �/ $ dqg � fdq eh uhodwhg dv iroorzv=

� @ $ � wuxqf
� $

5�

�
5�> +4,

lq zklfk fdvh
n @ wuxqf

� $

5�

�
> +5,

zkhuh

wuxqf +{, @

�
e{f > li { � 3/ dqg
g{h > li { ? 3=

+6,

-10 10

-10

10

ω

θ
π

π

π

π

Iljxuh 4= � @ $ � wuxqf
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Li wkh gluhfwlrq ri urwdwlrq lv qrw suhvhuyhg lq �/ $ dqg � fdq eh uhodwhg lq d
ydulhw| ri zd|v/ lqfoxglqj wkh iroorzlqj wkuhh=

41
� @ $prg5� @ $ �

m $
5�

n
5�> +7d,

lq zklfk fdvh
n @

m $
5�

n
> ru +7e,
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5�> +8d,

lq zklfk fdvh
n @
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lq zklfk fdvh

n @

�
$ . �
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�
+9f,
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Wkh fkrlfh ri krz wr uhodwh urwdwlrq dqg gluhfwlrq dqjohv lv d pdwwhu ri frqyhq0
wlrq dqg frqyhqlhqfh1

Gluhfwhg dqjohv duh lqkhuhqwo| dpeljxrxv1 Ghshqglqj rq wkh ydoxh ri wkh
urwdwlrq dqjoh dqg wkh fkrvhq uhodwlrq ehwzhhq urwdwlrq dqg gluhfwlrq dqjohv/
gl�huhqw urwdwlrq dqjohv fdq kdyh wkh vdph ru gl�huhqw gluhfwhg dqjohv1 Iru
h{dpsoh/ wkh wzr urwdwlrq dqjohv zlwk udgldq phdvxuhv 4

5
� dqg 8

5
� fdq kdyh

wkh vdph ru gl�huhqw gluhfwhg dqjohv1 Hyhq wkh urwdwlrq dqjoh 4

5
� fdq kdyh wkh

gluhfwhg dqjoh 4

5
� ru �6

5
�1 Wkh urwdwlrq dqjoh 4

5
� lv juhdwhu wkdq wkh urwdwlrq

dqjoh �4
5
�> exw vrph gh�qlwlrqv ri wkh fruuhvsrqglqj gluhfwlrq dqjohv fdq huur0

qhrxvo| ohdg wr wkh rssrvlwh frqfoxvlrq1 Iru h{dpsoh/ wkh urwdwlrq dqjoh �4

5
�

fdq kdyh wkh gluhfwlrq dqjoh 6

5
�= Wkhuhiruh/ zkhq frpsdulqj udgldq phdvxuhv ri

gluhfwhg dqjohv/ fduh pxvw eh wdnhq wr dgg ru vxewudfw wkh dssursuldwh pxowlsoh
ri 5� wr jxdudqwhh wkdw wkh gl�huhqfh ehwzhhq wzr gluhfwhg dqjohv/ �4��5/ lv wkh
vdph dv wkh fruuhvsrqglqj gl�huhqfh ehwzhhq wkhlu uhvshfwlyh urwdwlrq dqjohv1

515 Wuljrqrphwulf ixqfwlrq frqyhqwlrqv

Wuljrqrphwulf ixqfwlrqv ri urwdwlrq dqjohv frqwdlq hyhq zruvh dpeljxlw| wkdq
gluhfwhg dqjohv ehfdxvh wkh| duh qrw rqh0wr0rqh pdsslqjv zlwklq d vlqjoh 5�
urwdwlrq ri d ud|1 Wr xqdpeljxrxvo| gh�qh lqyhuvh wuljrqrphwulf ixqfwlrqv/
frqyhqwlrqv kdyh ehhq hvwdeolvkhg iru wkh sulqflsoh udgldq phdvxuh lqwhuydov
wkdw gh�qh wkh grpdlq ri hdfk lqyhuvh wuljrqrphwulf ixqfwlrq1 Iru h{dpsoh/
wkh sulqflsoh udgldq phdvxuh lqwhuydov iru wkh frvlqh dqg vlqh duh ^3> �` dqg
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�
�4

5
�> 4

5
�
�
> uhvshfwlyho|1 Wkhvh frqyhqwlrqv kdyh ehhq iroorzhg lq wkh Iruwudq

vwdqgdug1

516 Iruwudq DWDQ5+\/[, ixqfwlrq

Jlyhq hlwkhu d gluhfwhg dqjoh*v vlqh ru frvlqh/ lw lv qrw srvvleoh wr uhfryhu wkh
dqjoh*v udgldq phdvxuh1 Krzhyhu udgldq phdvxuh uhfryhu| lv srvvleoh iurp wkh
frpelqdwlrq ri wkh dqjoh*v vlqh dqg frvlqh/ ru qxpehuv sursruwlrqdo wkhuhwr1
Jlyhq | @ k vlq � dqg { @ k frv �> wkh ydoxh ri � fdq eh uhfryhuhg> prgxor 5�1
Iru h{dpsoh/ li | @ 3 dqg { A 3> � @ 5n� iru vrph lqwhjhu ydoxh ri n= Li | @ 3
dqg { ? 3> � @ +5n � 4,� iru vrph lqwhjhu ydoxh ri n= Vlploduo|/ li { @ 3> dqg
| A 3> � @

�
5n . 4

5

�
�> exw li | ? 3> � @

�
5n � 4

5

�
�/ iru vrph lqwhjhu ydoxh

ri n= E| frqyhqwlrq/ wkh udqjh ri wkh Iruwudq DWDQ5+\/[, ixqfwlrq lv gh�qhg
wr eh ^��> �` = Wklv fruuhvsrqgv wr wkh pdsslqj ri urwdwlrq dqjohv wr gluhfwlrq
dqjohv lq +9d, dqg qxpehu ri urwdwlrqv/ n> lq +9f,1 Dojrulwkp ghyhorshuv pxvw
h{solflwo| vdyh dqg uhvwruh wkh qxpehu ri urwdwlrqv/ n> qhhghg wr uhfrqvwuxfw
d urwdwlrq dqjoh/ $> iurp d gluhfwlrq dqjoh/ �1 Wkxv/ wkh Iruwudq DWDQ5+\/[,

ixqfwlrq uhwxuqv
� @ ++$ . �,prg 5�,� �> +:,

jlyhq

| @ k vlq$> +;d,

{ @ k frv$> dqg +;e,

3 ? k ?4= +;f,

Li k @ 3 ru 4> � lv lqghwhuplqdwh1

6 Lqwhuydo dqjohv

Dq lqwhuydo dqjoh lv dq lqwhuydo zlwk hqgsrlqwv wkdw duh udgldq phdvxuhv1 Li wkh
lqwhuydo dqjoh lv dq lqwhuydo urwdwlrq dqjoh/ 
 @ ^$>$`/ lwv zlgwk fdq eh dq|
qrqqhjdwlyh ydoxh1 Li wkh lqwhuydo dqjoh lv dq lqwhuydo gluhfwhg dqjoh/ � @

�
�> �

�
/

lwv zlgwk/ z +�, > zloo eh ohvv wkdq 5�=Zkloh lw lv srvvleoh wr xvh dq lqwhuydo zlwk
qhjdwlyh zlgwk wr uhsuhvhqw dq h{whulru dqjoh/ wklv dggv xqqhfhvvdu| frpsoh{lw|
zlwkrxw dq| fruuhvsrqglqj ehqh�w1 Wr xqltxho| gh�qh wkh uhodwlrqvkls ehwzhhq
dq lqwhuydo urwdwlrq dqjoh dqg lwv fruuhvsrqglqj lqwhuydo gluhfwhg dqjoh uhtxluhv
wkdw wzr urwdwlrq frxqwhuv/ n dqg o> eh xvhg/ rqh iru wkh lq�pxp dqg rqh iru
wkh vxsuhpxp1 Wkhuhiruh wkh uhodwlrqvkls ehwzhhq dq lqwhuydo urwdwlrq dqjoh
dqg lwv fruuhvsrqglqj lqwhuydo gluhfwhg dqjoh lv=


 @
�
� . n5�> � . o5�

�
> +<,

iru sduwlfxodu lqwhjhuv/ n dqg o= Wkh fkrlfh ri n dqg o> ghshqgv rq wkh frqyhqwlrq
xvhg wr uhodwh urwdwlrq dqg gluhfwlrq dqjohv1 Lq dgglwlrq/ n dqg o pxvw eh fkrvhq
vr

3 � z +�, ? 5�= +43,
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Wklv lqhtxdolw| fdq eh xvhg wr lpsrvh d frqvwudlqw rq o � n1 Iurp +<, dqg wkh
gh�qlwlrq ri wkh zlgwk ri dq lqwhuydo/

z +
, @ z +�, . +o � n, 5�= +44,

Vroylqj iru z +�, dqg vxevwlwxwlqj lq +43,/ |lhogv=

3 � z +
,� +o � n, 5� ? 5�> ru +45d,

3 �
z +
,

5�
� +o � n, ? 4= +45e,

Exw
3 � {� e{f ? 4= +46,

Wkhuhiruh/

o � n @

�
z +
,

5�

�
= +47,

Wkh irxu gl�huhqw frqyhqwlrqv xvhg wr uhodwh urwdwlrq dqg gluhfwlrq dqjohv
fdq hdfk eh dssolhg hlwkhu wr $> $> ru wr wkh plgsrlqw ri 
> p +
, = Wklv zloo
uhvxow lq d vhfrqg ixqfwlrq ri n ru o ru erwk/ iurp zklfk erwk n dqg o fdq
eh xqltxho| ghwhuplqhg1 Iru h{dpsoh/ iurp wkh gh�qlwlrq ri � lq +<, dqg wkh
gh�qlwlrq ri wkh plgsrlqw ri dq lqwhuydo=

p +
, @ p +�, . +n . o,�= +48,

Dsso|lqj +4, wr p +
, suhvhuyhv wkh vljq ri p +
, lq p +�, =

p +�, @ p +
,� wuxqf

�
p +
,

5�

�
5�= +49,

Vroylqj iru p +
,/ vxevwlwxwlqj lqwr +48,/ dqg vroylqj iru n . o> |lhogv

n . o @ 5 wuxqf

�
p +
,

5�

�
> +4:,

iurp zklfk/ zlwk wkh khos ri +47,/ lw lv wulyldo wr rewdlq h{solflw h{suhvvlrqv iru
n dqg o=

n @ wuxqf

�
p +
,

5�

�
�

4

5

�
z +
,

5�

�
+4;d,

o @ wuxqf

�
p +
,

5�

�
.

4

5

�
z +
,

5�

�
+4;e,

Dqrwkhu srvvlelolw| lv wr dsso| +7d, wr wkh lq�pxp ri 
=

� @ $prg5� @ $ �
m $
5�

n
5�> +4<,

lq zklfk fdvh
n @

m $
5�

n
= +53,
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Vxevwlwxwlqj n lqwr +47, dqg vroylqj iru o> |lhogv=

o @ n .

�
z +
,

5�

�
= +54,

Dv d �qdo h{dpsoh/ vxevwlwxwh p +�, dqg p +
, iru � dqg $ lq +9d, dqg xvh
+48, wr holplqdwh p +�, = Wkh uhvxow lv=

n . o @ 5

�
p +
, . �

5�

�
> +55,

iurp zklfk/ zlwk wkh khos ri +47,/ h{solflw h{suhvvlrqv iru n dqg o iroorz dw rqfh=

n @

�
p +
, . �

5�

�
�

4

5

�
z +
,

5�

�
+56d,

o @

�
p +
, . �

5�

�
.

4

5

�
z +
,

5�

�
= +56e,

Li wkh deryh ru vlplodu frqyhqwlrqv duh qrw xvhg/ vrph lqwhuydo gluhfwhg dq0
johv fdqqrw eh vkduso| uhsuhvhqwhg1 Iru h{dpsoh/ li wkh uhvwulfwlrq lv lpsrvhg
wkdw erwk wkh lq�pxp dqg vxsuhpxp ri hyhu| lqwhuydo gluhfwhg dqjoh pxvw eh
frq�qhg wr wkh lqwhuydo ^��> �` > wkhq wkh rqo| srvvleoh lqwhuydo wkdw frqwdlqv
wkh dqjoh

�
6

7
�> 8

7
�
�
lv ^��> �` = Wklv uhvxow lv qrw vkdus1

614 Wuljrqrphwulf ixqfwlrq frqyhqwlrqv

Zkhq shuiruplqj wkh uhgxfwlrq ri odujh lqwhuydo urwdwlrq dqjohv wr frpsxwh
wuljrqrphwulf ixqfwlrqv/ erwk lqwhuydo hqgsrlqwv pxvw eh frqvlghuhg ru d uh0
gxfhg lqwhuydo dqjoh zlwk qhjdwlyh zlgwk pd| eh surgxfhg1 Iru h{dpsoh/ li
wkh hqgsrlqwv ri wkh lqwhuydo dqjoh

�
:

7
�> <

7
�
�
duh lqghshqghqwo| uhgxfhg prgxor

5�> wkh uhvxow lv
�
:

7
�> 4

7
�
�
> zklfk kdv qhjdwlyh zlgwk dqg lv wkhuhiruh lqfrqvlv0

whqw zlwk wkh ruljlqdo urwdwlrq dqjoh= Dsso|lqj dq| ri wkh frqyhqwlrqv ghvfulehg
deryh suhfoxghv wkh srvvlelolw| ri uhgxfhg lqwhuydo dqjohv zlwk qhjdwlyh zlgwk1

Lqwhuydo hqforvxuhv ri wkh wuljrqrphwulf ixqfwlrqv dqg wkhlu lqyhuvhv duh gh0
�qhg xvlqj wkh vdph srlqw frqyhqwlrqv hvwdeolvkhg iru wkh sulqflsoh udgldq phd0
vxuh lqwhuydov1

615 Lqwhuydo Hqforvxuh ri Iruwudq DWDQ5+\/[, ixqfwlrq

Iru d vkdus lqwhuydo hqforvxuh ri wkh Iruwudq DWDQ5+\/[, ixqfwlrq ghqrwhg e| �/
d frqyhqwlrq pxvw eh fkrvhq zlwk zklfk wr xqltxho| gh�qh doo srvvleoh uhwxuqhg
lqwhuydo gluhfwhg dqjohv= D qxpehu ri srvvleoh fkrlfhv h{lvw wr uhvroyh zkdw wr
gr zkhq { ? 3 dqg 3 5 \ / lqfoxglqj=

�� ? lqi +�, � �> +57d,

3 � lqi +�, ? 5�> ru +57e,

�� ? p +�, � �= +57f,

:



Wklv fkrlfh/ wrjhwkhu zlwk +43, uhvxowv lq d xqltxh gh�qlwlrq> ri wkh DWDQ5

frqwdlqphqw vhw/ fvhw +DWDQ5> i+|3> {3,j, > wkdw wkh lqwhuydo gluhfwhg dqjoh/ �>
pxvw lqfoxgh=

fvhw +DWDQ5> i+|3> {3,j, @ i� m | @ k vlq � 5 \> { @ k frv � 5 [j = +58,

Vhh ^5` iru wkh gh�qlwlrq ri d frqwdlqphqw vhw1
Dq| frqyhqwlrq wkdw grhv qrw ylrodwh +43, lv ydolg1 D frqyhqwlrq wkdw ohdgv

wr vkdus lqwhuydo hqforvxuhv ri dq| gluhfwhg dqjoh lv dffhswdeoh1 D frqyhqwlrq
wkdw lv v|pphwulf derxw }hur lv frqvlvwhqw zlwk wkh vslulw ri wkh DWDQ5 ixqfwlrq
gh�qlwlrq1 Wkhvh wkuhh frqvlghudwlrqv ohdg wr wkh fkrlfh ri wkh frqvwudlqw lq
+57f,/ zklfk lv rqo| eldvhg wrzdug srvlwlyh dqjohv zkhq p +�, @ �= Wkh iroorz0
lqj wdeoh frqwdlqv wkh whvwv dqg wkh dujxphqwv ri wkh vwdqgdug DWDQ5 ixqfwlrq
wkdw fdq eh xvhg wr frpsxwh wkh hqgsrlqwv ri � lq dq dojrulwkp wkdw vdwlv�hv
wkh wkuhh fkrvhq frqvwudlqwv1 Wkh �uvw wzr froxpqv gh�qh wkh fdvhv wr eh glv0
wlqjxlvkhg1 Wkh wklug froxpq frqwdlqv wkh udqjh ri srvvleoh ydoxhv ri p +�, =
Wkh odvw wzr froxpqv vkrz krz wkh hqgsrlqwv ri � duh frpsxwhg/ xvlqj wkh
vwdqgdug DWDQ5 lqwulqvlf ixqfwlrq1 Ri frxuvh/ gluhfwhg urxqglqj zloo qhhg wr eh
hpsor|hg wr jxdudqwhh frqwdlqphqw1

\ [ p +�, � �

�| ? | { ? 3 �

5
? p +�, ? � DWDQ5 +|> {, DWDQ5

�
|> {

�
. 5�

�| @ | { ? 3 p +�, @ � DWDQ5 +|> {, 5� � �

| ? �| { ? 3 �� ? p +�, ? ��

5
DWDQ5 +|> {,� 5� DWDQ5

�
|> {

�

Wkh iroorzlqj h{dpsohv looxvwudwh wkh gl�huhqfh ehwzhhq wkh wkuhh frqyhq0
wlrqv lq +57,1

H{dpsoh 4 Iru \4 @ ^�4> 3` dqg [ @ ^�4>�4` =

�4 @

;?
=

�
�> 8

7
�
�

xvlqj +57d,/�
�> 8

7
�
�

xvlqj +57e,/ dqg�
��> �6

7
�
�

xvlqj +57f,
+59,

H{dpsoh 5 Iru \5 @ ^�4> 4` dqg [ @ ^�4>�4` =

�5 @

;?
=

�
6

7
�> 8

7
�
�

xvlqj +57d,/�
6

7
�> 8

7
�
�

xvlqj +57e,/ dqg�
6

7
�> 8

7
�
�

xvlqj +57f,
+5:,

H{dpsoh 6 Iru \6 @ ^3> 4` dqg [ @ ^�4>�4` =

�6 @
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=

�
6

7
�> �

�
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6

7
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�
xvlqj +57e,/ dqg�

6

7
�> �

�
xvlqj +57f,

+5;,
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Mxvw dv zlwk odujh urwdwlrq dqjoh uhgxfwlrq/ lpsrvlqj wkh uhvwulfwlrq wkdw
wkh lqwhuydo gluhfwhg dqjoh � � ^��> �` xqqhfhvvdulo| suhfoxghv uhwxuqlqj vkdus
lqwhuydov wkdw frqwdlq �1

Zkhq xvlqj dq| frqyhqwlrq/ lqkhuhqw dpeljxlw| pxvw eh frqvlghuhg zkhq
gluhfwhg dqjohv duh frpsduhg1 Iru h{dpsoh/ li +57f, lv xvhg wr frpsduh �4 dqg
�5/ lw fdq eh plvwdnhqo| frqfoxghg wkdw �4 _�5 @ >> wkh hpsw| lqwhuydo1 Mxvw
dv lq wkh fdvh ri srlqwv/ wkh dssursuldwh qxpehu ri urwdwlrqv pxvw eh dgghg
ru vxewudfwhg iurp rqh ru wkh rwkhu lqwhuydo wr suhfoxgh wklv plvwdnh1 Hlwkhu
dgglqj 5� wr �5 ru vxewudfwlqj 5� iurp �4 lv uhtxluhg lq wklv fdvh1

7 Frqfoxvlrq

Wkh wuhdwphqw ri erwk srlqw dqg lqwhuydo dqjohv uhtxluhv fduh ehfdxvh ri wkh lq0
khuhqw dpeljxlw| wkdw h{lvwv lq gluhfwhg dqjohv1 Wr vkduso| uhsuhvhqw doo srvvleoh
gluhfwhg dqjohv/ xqqhfhvvdu| uhvwulfwlrqv pxvw eh dyrlghg1
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